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Aを n次正方行列，V を Cn 上のベクトル空間とする．

■行列の対角化 λ1, λ2, . . . , λsをAの固有値とする．固有値 λi に対する固有空間W (λi)

を
W (λi) = Ker (A− λiE) = { v ∈ V | (A− λiE)v = 0 }

で定める．また，tに関する多項式 f(t) = det(tE −A)を Aの固有多項式という．

f(t) = (t− λ1)
m1(t− λ2)

m2 . . . (t− λs)
ms

ならばmi = dimW (λi)である．dimW (λi) = n− rank (A− λiE)が成り立つ．

固有値 λi に対する一般固有空間W̃ (λi)を

W̃ (λi) =

∞∪
l=1

Ker (A− λiE)l =
{
v ∈ V

∣∣ ∃l ≥ 1 s.t. (A− λiE)lv = 0
}

で定める．一般にW (λi) ⊂ W̃ (λi)であり，Cn =
s⊕

i=1

W̃ (λi)が成り立つ.

等式
rank (A− λiE)l = n− dimW (λi)

をみたす最小の自然数 lを li とかく．Aの最小多項式を φ(t)とすると，

φ(t) = (t− λ1)
l1(t− λ2)

l2 . . . (t− λs)
ls

が成り立つ．

行列 Aが対角化可能であること次の 4条件は同値である．

(1) 固有値 λi の固有ベクトルを ui とすると、行列 P = [u1 u2 . . . un]は正則である．
(2) 各 iに対して dimW (λi) = dim W̃ (λi)が成り立つ．
(3) Cn =

⊕s
i=1 W (λi)が成り立つ．

(4) Aの最小多項式をは重根をもたない．

特に，Aの固有多項式が重根をもたなければ Aは対角化可能である．
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■ Jordan標準形 固有値 λi のサイズ kj の Jordan細胞とは，kj 次正方行列

J(λi, kj) =



λi 1 0 0 0
0 λi 1 0 0
0 0 λi 0 0

. . .

0 0 0 　 λi 1
0 0 0 　 0 λi


のことである．Aの Jordan標準形 J は行列の直和

J =
s⊕

i=1

mi⊕
j=1

J(λi, kj)

で表される．Aの Jordan標準形に現れる Jordan細胞については以下が成り立つ．

(1) 固有値 λi の Jordan細胞の個数は dimW (λi)である．
(2) 固有値 λi の Jordan細胞のうちの最大のサイズは dim W̃ (λi)である．
(3) 固有値 λi に属する Jordan細胞のサイズの和は固有値 λi の重複度に等しい．
(4) AP = PJ(λi, kj)をみたす kj 次正則行列 P = [u1 u2 . . . ukj ]に対して，

(A− λiE)u1 = 0,　 (A− λiE)ui = ui−1 (i = 2, 3, . . . , kj)

が成り立つ．
(5) j 次 Jordan細胞の個数 q(j)（j = 1, 2, · · · , r(λi)）について次式が成り立つ．

q(j) = rank (A− λiE)j+1 − 2rank (A− λiE)j + rank (A− λiE)j−1
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